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1  Grundbegriffe der direkten Ableitungen

1.1  Graphen, Produktionen und Ableitungen

Zuerst sprechen wir iiber die Grundbegriffe des algebraischen Ansatzes. Man wendet
eine Produktion p: L— R als eine endliche schematische Beschreibung von mdoglichen
unendlichen direkten Ableitungen an. L und R sind die linke Seite und die rechte Seite
in der Produktion p. Wenn ein Matching m ein Vorkommen von L in einem gegebe-
nen Graph G festlegt, dann bedeutet G 22 H eine direkte Ableitung, dabei fithrt p
Graph G zu einem abgeleiteten Graphen H. Man bekommt den Graph H durch die
Ersetzung des Elementes von L in G durch R. Was ist ein Graph? Wie kann man L
auf einen Untergraph von G abbilden? Wie kann man die Ersetzung von L durch R
in G definieren? Mit diesen Grundbegriffen fangen wir an.



Ein Graph besteht aus zwei Teilen: Trager und Operationen. Knoten V und Kan-
ten E sind die Tréger. s : E—V und t: V—F sind zwei einstellige Operationen. Es
gibt noch markierte Funktionen L, : V—L,und L., : E—L,., wobei L, und L, feste
Kennzeichensalphabeten fiir Knoten und Kanten sind.

Jede graphische Produktion, die eine teilweise Gleichheit zwischen Elementen von
seinen linken und rechten Seite definiert, entscheidet, welche Knoten und Kanten
noch behalten werden, welche Knoten und Kanten geléscht werden und welche Kno-
ten und Kanten erzeugt werden sollen. Um zu sehen, wie es funktioniert, haben wir
hier ein Beispiel im Bild 1.1. Die Produktion p, : L1 —R; wird auf der linken Seite
von Bild 1.1 auf einen Graphen GG; angewendet, fiithrt zu einer direkten Ableitung
(1). Die Produktion hat zuerst drei Knoten(Bezeichnungen 1,2,3) in der linken Sei-
te, nach der Produktion bleibt nur noch zwei davon (Bezeichnungen 1,3), eine neue
Kante (Bezeichnungen 5) zwischen Knoten 1 und Knoten 3 wird in der rechte Seite
erzeugt. Um die Produktion p, in Graph G; anzuwenden, miissen wir ein Vorkommen
in der linken Seite L; in GG finden, das nennen wir Matching. Ein Matching m : L—G
fiir eine Produktion p ist ein Graph-Homomorphismus. Er bildet Knoten und Kanten
von L zu G ab. Das Matching m; : L;—G; in unserem Beispiel bildet das Element
von L; zu einem Element in Graph G; mit dem gleichen Namen ab. Wenden wir die
Produktion p; zu Graph G auf dem Matching m; an, dann miissen wir die Elemente
in Graph (G1, die Bilder von L; durch m; sind und aber keine entsprechende Elemente
in R, existieren, l6schen. Entsprechend miissen wir auch die Elemente, die zu R; aber
nicht zu L; gehoren, einfiigen. Alle Reste von (7 bleiben noch, dann haben wir der
angeleiteten Graph H;. Grob gesagt, H; ist als G; — (L1 — Ry)U(R; — L1) konstruiert.

Die Anwendung von einer Produktion kann als eine Einbettung in einem Kontext
interpretiert werden. Der Kontext ist ein Teil von Graph G, der aber kein Teil von
dem Matching ist. In unserem Beispiel ist er der Kante 4. Auf dem Boden der direk-
ten Ableitung verbindet die co-Produktion pj : G;— H; den gegebenen Graph G; und
abgeleiteten Graph H;. Eine direkte Ableitung von G zu H wird von der Anwendung
der Produktion p mit dem Matching m schematisch als Bild 1.2 dargestellt. Wir be-
zeichnen das als d = (G £= H).
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Abbildung 1.1



Abbildung 1.2

Es gibt aber Probleme. Beispielweise betrachten wir die direkte Ableitung (2) von
Bild 1.1. Die Produktion p; bekommt zwei Knoten und l6scht einen davon. p, wird
auf Graph G5, der nur einen Knoten hat, angewendet. Knoten 1 und 2 von Ly werden
beide zu Knoten 3 in G2 abgebildet. Aber die Produktion p, muss gleichzeitig Knoten
3 16schen und behalten. Wir sagen, dass das Matching ms einen Konflikt enthélt. Es
gibt drei Moglichkeiten, um diese Konflikte zu losen. Knoten 3 kann behalten wer-
den. Knoten 3 kann geloscht werden. Und die Produktion p, unter dem Matching
kann verboten werden. In der direkten Ableitung (2) in Bild 3.1 haben wir die zweite
Moglichkeit genommen. Der Knoten 3 wird gelscht.

Ein Knoten ist mit einer Kante verbunden, die kein Teil des Matchinges ist. Wenn der
Knoten geloscht wird, bekommen wir dann einen Konflikt. In der direkten Ableitung
(3) in Bild 3.1 haben wir dieses Problem gezeigt. Wenn wir den Knoten 1 1éschen,
dann fehlt es bei der Kante 3 ein Knoten, der Rest ist kein Graph mehr. Solche
Kanten nennen wir Hingende Kanten. Hier haben wir auch zwei Moglichkeiten, um
diese Konflikte zu 16sen. Wir konnen die Kante 3 mit Knoten 1 zusammen 16schen.
Oder wir kénnen auch die Produktion p; verbieten. In unserem Beispiel haben wir
die Kante 3 auch geloscht.

In algebraischen Anséitze werden direkte Ableitungen von klebende Konstruktionen
der Graphen beschrieben. Die nennen wir Pushout. In Pushout werden die Graphen
als Objekt angewendet. Graph-Homomorphismen werden als Pfeil gekennzeichnet.
Eine Produktion in DPO wird als ein Paar L < K 5 R Graph-Homomorphisms
von einem interface Graph K gegeben. In DPO besteht eine direkte Ableitung aus
zwei klebenden Diagrammen von Graphen und totalen Graph-Homomorphisms. Wir



haben das in Bild 1.3 gezeigt.

Abbildung 1.3

Man bekommt den Kontext Graph D von dem gegebenen Graph G durch Léschen
aller Elmente in G, die ein Urbild in L aber kein Urbild in K hat. Diagramm (2)
modelliert die Einfiigung in H von allen Elementen, die keine Urbild in K haben.
Um die Probleme in (2) und (3) in Bild 1.1 zu vermeiden, muss das Matching m in
die héingende Kanten Bedingung erfiillen. Das nennen wir Pushout Bedingungen. Die
Bedingungen bestehen aus zwei Teilen. Um zu versichern, dass es keine Hdngende
Kanten gibt, verlangt die Hingende Bedingung: wenn p einen Knoten l6scht, muss
sie auch alle Kanten in G, die mit dem Knoten verbunden sind, 16schen. Die zweite
Art ist die Identifizierungsbedingung. Diese Bedingung verlangt, dass jedes Element
in G, das durch die Anwendung von p geloscht wird, nur ein Urbild in L hat.

Eine Graphgrammatik G besteht aus einer Reihe von Produktionen P und einem Start-
graph Gy. Eine Sequenz von direkten Ableitungen p = (Gy == G = ...) & G,
konstruiert eine Ableitung der Grammatik, geschrieben als G,=—=*G,,. Die Sprache
L(G), die von G erzeugt, besteht aus allen Graphen G,,, fir G,—*G,, eine Ableitung
der Grammatik ist.

1.2 Parallele und Sequenzielle Unabhéingigkeit

Interleaving Wir werden jetzt den Interleaving-Ansatz betrachten. Wir stellen die
Frage in zwei Fillen, ob zwei direkte Ableitungen Konkurrieren.

1. Angenommen, dass ein gegebener Graph einen bestimmten Zustand darstellt. Der
néchste Zustand wird durch die Anwendung einer Produktion auf einem Matching er-
reicht. Dabei werden die Produktion und das Matching nicht deterministisch aus meh-
reren Alternativen ausgewihlt werden. Jede Wahl fiihrt zu einer unterschiedlichen Se-
quenz. Die Frage ist nur, ob zwei Sequenzen davon tatséchlich unterschiedliche Berech-
nungen modllieren oder wir nur ein von beiden gleichwertigen Interleaving gewahlt ha-
ben. Mit anderen Wétern, zwei alternativen direkten Ableitungen H; <= G == H,



werden gegeben, die Frage ist, ob es direkten Ableitungen H; == G &= H, gibt,
jede direkte Ableitung davon kann nach Anwendung der Andere verschoben werden,
aber wir kénnen den gleichen Resultat bekommen.

2. Es gibt zwei sequenzielle direkten Ableitungen G =2 H; 22 X. Kénnen wir
eine andere Sequenz G =2 H, =% X nehmen, und das Resultat gleich bleibt?

Problem 2.1(Local Church Rosser)

1. Finden Sie eine Bedingung, die parallele Unabhéngigkeit heifit. Zwei alternati-
ven direkten Ableitungen H, €= G £ H, sind parallele unabhingig, wenn es
direkte Ableitungen H; == X und H, == X gibt, dass G = H; = X und
G £ H, £ X equivalent sind.
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Abbildung 2.1

2. Finden Sie eine Bedingung, die sequenzielle Unabhéngigkeit heifit. Eine direkte
Ableitung G £ H, £ X ist sequenzielle unabhiingig, wenn es eine gleichwertige
direkte Ableitung G == H, =5 X gibt.

Parallelismus

Eine parallele Anwendung kann durch die Anwendung von einzelnen Produktionen
modelliert werden, das nennen wir Parallel-Produktion.

Zwei Produktionen p, : Li—R; und p, : Lo— Ry seien gegeben. Wir bezeichnen
ihre Zusammensetzung als p; + py : L1 + Lo—R; + Ry. p; + p, ist eine disjunktive
Vereinigung von p, und p,. Eine direkte Ableitung G PER2 X it der Anwendung
einer parallelen Produktion p, + p,, nennen wir eine parallele direkte Ableitung.

Jetzt haben wir schon zwei verschiedene Methoden gesehen, die Parallelberechnun-
gen durch Graph-Transformationen modelliert. Die eine ist Interleaving-Ableitung,
und die andere ist die parallele direkte Ableitung. Welchen Zusammenhang gibt es



zwischen den beiden? Koénnen wir fiir eine bestimmte parallele direkte Ableitung
G =22 X eine entsprechende Interleaving-Ableitung G = H; 22 X finden?

Konnen wir fiir eine bestimmte Interleaving-Ableitung eine parallele direkte Ablei-
tung finden?

Problem 2.2(Parallelismus)

1. Finden Sie eine Sequentialisierungsbedingung. Eine parallel direkte Ableitung G PR

X befriedigt die Bedingung, wenn es eine dquivalente sequenzielle Ableitung G ==
H; =& X (oder G £ H, £ X) gibt.
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Abbildung 2.2

2. F inden Sie eine Parallelisierungsbedingung. Eine sequenzielle Ableitung G =
H, = X befriedigt die Bedingung, wenn es eine equivalente parallele Ableitung

G 2R X gibt.

1.3 Einbettung der Ableitungen und abgeleitete Produktio-
nen

Die Ableitung p = (Go 2 ... 25 G,) wird zu 0 = (X 2 ... £ X,,) eingebettet,
wenn beide die gleiche Lénge haben. Jede Graph G; von p wird in den entsprechenden
Graph X; von ¢ eingebettet. Die Einbetung wird von Injektionen (G; =% Xi)icfo,..n}
beschrieben, die als p < ¢ bezeichnet werden. Wenn diese Einbettung existiert, dann
wird sie eindeutig durch die erste Injektion ey : Gy— X bestimmt. Jetzt werden p
und ey eingegeben. Die Frage ist nun, unter welche Bedingungen es eine Ableitung o
gibt, so macht ey eine Einbettung e von p zu o.

Problem 2.3 (Einbettung)



Gibt es eine Bedingung? Fiir eine gegebene Ableitung p = (Gy == ... 2= G,,)
befriedigt eine Injektion ey : Go— X diese Bedingung, wenn es eine Ableitung o =
(Xo 2> ... 2% X,) und eine Einbettung e : p—o gibt.
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Abbildung 2.3

In Bild 3.2 haben wir eine co-Produktion p* definiert. Es gibt eine Ableitung p =
(Go L G,). Wir haben p* : Gy—Gn als direkte abgeleitete Produktion
definiert.

Problem 2.4(Abgeleitete Produktionen)

Sei p = (Gp = ... &5 @G,) eine Ableitung. Finden Sie eine abgeleitete Pro-
duktion p* : Gy—Gn. Fiir jede Injektion Gy <> X, gibt es eine direkte Ableitung

Xo SN X, auf ey, wenn ¢y eine Einbettung e : p—o von p zu einer Ableitung
o= (Xo=2> ... £ X,) macht.

2  Graph Transformation basierend auf der DPO
Konstruktion

Definition 3.1(Markierte Graphen)

Qy und Qp sind Alphabete fiir Knoten und Kanten. Ein markierter Graph bezeich-
nen wir als G = (Gy, Gg, s%,t%,15,1¢). Gy und G sind die Menge fiir Knoten und
Kanten.s%, t% : Gp—Gy sind die Ursprungs- und Zielfunktion. (¢ : Gy—Qy und
1€ :19—Qp sind die markierten Funktionen fiir Knoten und Kanten.

Ein Graph-Homomorphisms f : G—G’ ist ein 2-Tuple f : (fy : Gv—G, fr :
Gg—G") von Funktionen, die fyot¢ = t%ofg, fyos® = s%ofp, 1S ofy = IS und
lf’o fe = 1% befriedigen. Ein Graph-Homomorphisms ist ein Isomorphismus , wenn
fy und fg Bijektion sind. Wenn ein Isomorphismus von Graph G zu Graph H exis-

tiert, dann schreiben wir G=H. Ferner, [G] bedeutet die Isomorphismusklasse von G,



|G] = {H|H=G}. Ein Automorphismus von Graph G ist ein Isomorphismus ¢ : G—G
. Die Kategorie mit markierten Graphen als Objekte und Graphmorphismen als Pfeile
nennen wir Graph.

Beispiel 3.2(Client-Server System)

In folgenden Beispiel stellen die mit C markierten Knoten Client und die mit S mar-
kierten Knoten Server dar. Ein mit idle markierter Kreis auf einem Server zeigt, dass
der Server breit ist, um eine Abfrage zu akzeptieren. Ein mit job markierter Kreis auf
einem Client zeigt, dass der Client zurzeit arbeitet. Ein mit req markierter Kreis auf
einem Client zeigt, dass der Client eine Abfrage gesendet hat. Eine mit busy markierte
Kante von einem Client zu einem Server zeigt, dass der Server die Abfrage vom Cli-
ent verarbeitet. In unserem Beispiel sind 2y = {C, S} und QE = {idle, job, req, busy}
Arphabete Bild 3. 1( ) zeigt einen Graph G = (Gy,Gpg,s¢ tG,lf,lf), und Gy =
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Abbildung 3.1

Definition 3.3(Graph Produktionen, Graph Grammatik)

FEine Graph-Produktion p : (L LKL R) besteht aus einem Produktionsnamen p
und zwei injektiven Graph-Homomorphisms [ : K—L und r : K—R . Die Graphen
L,K und R nennen wir die linke Seite, die Interface und die rechte Seite von p. Zwei
Produktionen p : (L <& K % R) und P ( A Ny ) sind Span-Isomorphisms,
wenn es drei Isomorphismen L% 5L, K % K' und R 2% % R, die zwei Quadrate
konstruieren, gibt. Die drei Isomorphismen befriedigen auch ¢ ol = l'o¢x und ¢ror =
1'o¢y. Wir schreiben L < K = R anstatt p: (L < K 5 R).

Eine Graphgrammatik G ist ein paar G = ((p : L LKL R)pep, Go). Die ersten
Komponenten sind eine Familie von Produktionen mit den Namen in P. G ist der
Startgraph.
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Abbildung 3.2

Beispiel 3.4 (Graph Grammatik fiir Client-Server Systeme) In unserem Bei-
spiel gibt es drei Produktionen: REQ, SER und REL. Produktion REQ beschreibt
die Ausgabe einer Abfrage von einem Client. Nachdem die Abfrage erzeugt wird, dann
arbeitet der Client weiter, und die Abfrage wird asynchron verarbeitet. In Produktion
SER verbindet ein Client, der eine Abfrage gesendet hat, durch eine busy Markierte
Kante mit einem Server, der auf einer Abfrage wartet. Produktion REL trennt einen
Client von einem Server, danach bleibt der Server in idle Zustand. Die Grammatik
nennen wir C-S, und es wird als C-S = ({REQ,SER, REL}, Gy) definiert. Gy ist
der Startgraph.
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Abbildung 3.3

Definition 3.4 (Pushout und Pushout Komplement)
Eine Kategorie C und zwei Pfeile b : A—B, ¢ : A—C von C seien gegeben. Eine



3-Tupel (D,g : B—D, f : C—D) wie das Diagramm unten nennen wir ein Pushout
von (b, ¢), wenn

¢ ——— 1

Abbildung 3.4

Kommutivitéit: gob = foc und
Universale Eigenschaft: Fiir alle Objekte D’ und Pfeile ¢’ : B—D’ und f' =
C—D’', mit g'ob = f'oc. Es existiert nur eine Pfeil h : D—D’ | so hog = ¢’ und

hof = f'.

D nennen wir ein Pushout-Objekt von (b,c). Ferner, b : A—B und g : B—D sei-
en gegeben, eine 3-Tupel (C,c: A—=C, f : C—D) ist ein Pushout Komplement von
(b, g). C nenne wir ein Pushout Komplement Objekt von (b, g).

Definition 3.5 (Direkte Ableitung)

Einer Graph G, eine Graph Produktion p : (L LKL R) und ein Matching m : L—G
seien gegeben. Eine direkte Ableitung von G zu H durch p auf m existiert, wenn ein
Diagramm wie Bild 3.5 konstruiert werden kann. Dabei ist es erforderlich, dass bei-
de Quadrate Pushout in Graph sind. Wir nennen D Kontextgraph. Wir schreiben
G £2 H oder G == H.

Beispiel 3.6
Bild 3.5 zeigt eine direkte Ableitung Gq REQ Gi.
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Abbildung 3.5

Definition 3.7 (Sequenzielle Ableitung)

Eine sequenzielle Ableitung ist entweder ein Graph G, dann nennen wir eine Identitdt
Ableitung und schreiben als G : G=="*G, oder eine Sequenz von direkten Ableitun-
gen p = {Gi_1 == Gi}icqi,.n}, D; ist eine Produktion von G fiir alle ¢ € {1,...n}.Im
zweiten Fall schreiben wir die Ableitung als p : Go==;G,, oder einfach p : Go="G,,.
Wenn p : G=="H eine Ableitung ist, dann sind Graphen G und H der Start- und der
Endgraph von p, und werden als o(p) und 7(p) geschrieben. Die Linge der sequenziel-
len Ableitung p ist die Anzahl der direkten Ableitungen in p. Die sequenzielle Zusam-
mensetzung von zwei Ableitungen p und p’ werden nur definiert, wenn 7(p) = o(p’),
dann schreiben wir es als p; p’ : o(p)="*7(p’).

3 Unabhéangigkeit und Parallelitat fiir den DPO
Ansatz

3.1 Parallele und Sequenzielle Unabhingigkeit

In diesem Abschnitt werden zwei Notationen fiir Unabhéngigkeit der direkte Ablei-
tung definiert. Zuerst betrachten wir die parallele Unabhingigkeit. Zwei alternative
direkte Ableitungen H; "= G 22 H, sind parallel unabhingig, falls jede nach der
Ausfithrung einer anderen doch angewandet werden kann. Das heifft, weder die Ab-
leitung G "L H, noch noch die G 22 H, kann Elemente von G 15schen, die von
der anderen Ableitung benétigt werden. Mit anderen Worten, die Uberscheidung der
linken Seiten von p; und ps in G, also my(L1) und my(Ls), muss im Durchschnitt der
entsprechenden Interfacegraphen K7 und K, enthalten sein.

Definition 4.1(Parallele Unabhingigkeit)
Seien G "= Hy und G "2 H, zwei direkte Ableitungen wie in der Abbildung 3.8.
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Sie sind parallel unabhdngig, falls gilt
ml(Ll) N mg(Lg) Q ml(ll(Kl)) N mQ(ZQ(Kg))

Diese Eigenschaft kann auch so formuliert werden:
Es existieren zwei Graphmorphismen L, 2, Dy und L, LN D{ mit

5 0ky =my und [ o ky = mo.

Abbildung 4.1: Parallele Unabhéngigkeit der direkte Ableitung

Zwei aufeinander folgende direkte Ableitungen G 22" H, 2Z° H, sind sequentiell
unabhdngig, wenn sie vertauschbar sind. Das heifit, p, auf der Matching ms darf keine
von p; auf der Matching m, unveréinderte Elemente 16schen und keine von p; auf der
Matching m; erzeugte Elemente benutzen. Mit anderen Worten, die Uberscheidung
von R; und Ly in H; muss im Durchschnitt der entsprechenden Interfacegraphen K,
und K, enthalten sein.

Definition 4.2 (Sequentielle Unabhéngigkeit)
Eine Transformationssequenz G == H, 22 H, wie in der Abbildung 3.9 ist sequen-
tiell unabhdngig, falls gilt

mi(R1) Nma(La) C© my(ri (K1) Nma(la(K2)).

Diese Eigenschaft kann auch so formuliert werden:
Es existieren zwei Graphmorphismen R; 2, Dy und Lo 1, D mit der Eigenschaft

5 0ky =m] und r] o ky = mo.
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Abbildung 4.2: Sequentielle Unabhingigkeit der direkte Ableitung

Beispiel 4.3 (Sequentielle Unabhingigkeit)
Jetzt betrachten wir die ersten zwei direkten Abbildungen in der Abbildung 3.7. Die
zweite Produktion SER auf dem zweiten Matching benutzt die Kante 3 : seq im Graph
(G1, die nicht im Graph G enthalten ist sondern von der ersten Produktion REQ auf
dem ersten Matching erzeugt wird. Das bedeutet:

3 € mi(Ry) N'mg(Ly) aber 3 € m(r1(K7)) Nma(la(K2)).

Also die zwei direkte Ableitung sind sequentiell abhdngig. Aus der foldende Abbildung

: RE
ist es auch klar, dass Gy S£‘>R G, R Q (9, also die zwei Produktionen REQ und SER
sind nicht zu G vertauschbar (sequentzell abhingig).

SER :

3req  2job

S:req  4:job Swreq  4ijob

|| ®
58 Tidle

Go G1 G2 G3 G4

Abbildung 4.3

In der Abbildung 4.3 ist es einfach zu sehen, dass die Ableitung von G zu G5 und
die von Gy zu G4 sequentiell unabhdngig sind.

Definition 4.4 (Koproduktionen)

Seien C eine Kategorie und A,B zwei Objekte in C. Eine Koproduktion von (A, B) ist
ein 3-Tuple (A + B, in{*5 m’24+B> wobei A+ B ein Objekt und in{*? : A — A+ B,
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iny™P . B — A+ B Pfeile in C sind, so dass es genau ein Pfeil f: A+ B — C fiir
je zwei Pfeile (f, : A — C, f : B — C) existiert und foin*8 = f,, foind*t8 = f,.
In diesem Fall heifit A+ B ein Koproduktionsobjekt von (A, B).

Definition 4.5 (Parallele Produktionen)
Sei G eine Graphgrammatik. Eine parallele Produktion ist gegeben durch

((pryin'),... (pr,in®)) : (L& K 5 R)
(sieche Abbildung 4.4), wobei
e k>0,
o p;: (L LR R;) Produktionen von G fiir alle i € {1,..., k},
e ., Rbzw. K die Koproduktionsobjekte von (L1, ..., Lg), (Ry,..., Ry) bzaw. (K, ..., Kg),

e [ und r eindeutig durch die Familie der Graphmorphismen {l;};<; und {r;},<x ge-
geben sind.

pr:Li I Rk

A K A Ri pr: Lk b K
\ \ 1 / k - /
' an\ .k \im%\ InK k

inL nL inRr

TN T ]

L=+ +Li—— K=K+~ +Ki—L——R=Ri+.. + R

Abbildung 4.4: Die parallele Produktion ((p1,in'),..., (pr,in®)) : (L Lo R)

Die von einer Graphgrammatik G erzeugte Graphgrammatik mit parallelen Produk-
tionen GT hat dieselbe Quellgraph wie G und alle parallele Produktionen von G als
Produktion. Eine parallele direkte Ableitung auf G ist dann eine direkte Ableitung auf
gt.

Beispiel 4.6 (Parallele direkte Ableitung)

Die Abbildung 3.11 zeigt eine parallele direkte Ableitung, die auf der parallelen Pro-
duktion SER + REQ und einem nicht-injektiven Matching basiert. Diese parallele di-
rekte Ableitung modelliert die Situation, dass der Client 4 eine neue Anfrage sendet
wahrend der Server 5 anfiangt, eine alte Anfrage zu bearbeiten.

SER + REQ :
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Abbildung 4.5: Eine parallele direkte Ableitung

3.2 Local Church Rosser Problem und Parallelitiat

Satz 4.7 (Anwendung der parallelen Produktionen)

Sei ¢ = ((p1,in'),..., (pr,in%)) : (L LKL R) eine parallele Produktion, und
L ™% G ein Matching. Sei L; ™ G Matching der Produktion p;, wobei m; = m o in?
fiir alle ¢ € {1, ..., k}, siehe folgende Abbildung:

pi:La h K L A Ry
\ li’ll( / ink . k/
[}’IL / //\ INR
/ /K\Kl+ R=R +.../+Rk
-
G D H

Abbildung 4.6

Dann gibt es eine parallele direkte Ableitung G & H, genau dann wenn fiir alle
1<i<j <k gilt:

o (I;,;m;) erfiillt die Gluing-Kondition, d.h, es existiet eine direkte Ableitung G "=
Hi7

o die direkten Ableitungen G "2 H; und G A H ; sind parallel unabhingig.

Satz 4.7 zeigt den wichtigen Zusammenhang zwischen paralleler Unabhdngigkeit und
parallelen dirketen Ableitungen: verschiedene Matchings der Produktionen in einer
Graph fiihrt zu einem Matching der entsprechenden parallelen Produktion, genau
dann wenn sie paarweise parallel unabhéngig sind. Im néchsten Kapitel werden wir
sehen, dass dieser Aussage fiir den SPO Ansatz nicht mehr richtig ist.

Die folgende zwei Lemma sagen aus, dass jede parallele direkte Ableitung in eine
Sequenz sequentiell unabhéngiger direkter Ableitungen transformiert werden kann,
und umgekehrt, dass jede sequentiell unabhéngige Ableitung in eine parallele direkte
Ableitung transformiert werden kann.

Lemma 4.8 (Analysis der parallelen direkten Ableitungen)

Sei ¢ = ((p1,in'),..., (pr,in%)) : (L LKL R) eine parallele Produktion, und
p = (G = H) eine parallele direkte Ableitung.

Dann gibt es eine sequentiell unabhéngige Ableitung p' = (G LxLpg ), heiBt eine
Analysis von p, wobei

q/:pil_l_“‘_l_pin und q,/:pj1+"'+pj7rl
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fiir alle Partitionen (I = (i1,...,9,),J = (J1,---,Jm)) von {1,... k} (also T U J =
{1,...,k} und I N J = 0). In diesem Fall schreiben wir p’ € ANAL; ;(p).
Bemerkung: Diese Ausfithrung ist im Allgemein nicht deteministisch.

Lemma 4.9 (Synthese der sequentiell unabhingigen Ableitungen)

Sei p = (G Lx Ly ) eine sequentiell unabhéngige Ableitung. Dann gibt es eine
parallele direkte Ableitung p/ = (G 2¢ H), heifit eine Synthese von p. In diesem
Fall schreiben wir p’ € SYNT(p).

Bemerkung: Diese Ausfithrung ist im Allgemein nicht deteministisch.

Beispiel 4.10 (Analysis und Synthese)
Sei p = (G1 B @, BB G4) die Ableitung in der Abbildung 4.3 und ¢/ = (G
G3) die parallele direkte Ableitung in der Abbildung 4.5. Weil p sequentiell un-

abhiingig ist(siche Beispiel 3.3), gibt es eine parallele direkte Ableitung, z.B. p'.
Also haben wir p’ € SYNT(p). Ahnlich haben wir p € ANAL;y 2y(p'). Jetzt sei

o= (Gy R£>Q G, SER G3) die Ableitung in der folgende Abbildung. Dann haben wir
,0” S ANAL<1>7<2> (pl).

SER;E;.EQ

Abbildung 4.7 (a)

Jetzt konnen wir das Problem 3.2 im Abschnitt 3 losen. Nach Lemma 4.8 ist die
Sequentialization- Kondition Teil der Gluing-Kondition der parallelen Produktion, d.h,
jede parallele direkte Ableitung kann in eine Sequenz der sequentiell unabhéngigen
direkten Ableitungen transformiert werden. Nach Lemma 4.9 ist die Parallelization-
Kondition genau die sequentielle Unabhéngigkeit der Ableitung, d.h, jede sequentiell
unabhéngige Ableitung kann in eine parallelen direkten Ableitung transformiert wer-
den.

Theorem 4.11 (Parallelitét)
Seien die Produktionen p; : (L & K, ™ R)) und py : (Lo & Ky 2 Ry) gegeben.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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1. Es gibt eine parallele direkte Ableitung G '

2. Es gibt eine sequentiell unabhiingige Ableitung G 2= H, 222 X

H
N
b1 p:
/
G—pPtpr—>X
AN

p2 p
\Hz/

Abbildung 4.8

Am Ende dieses Abschnitts werden wir mit Hilfe der obigen Séitze beweisen, dass die
parallele und sequenzielle Unabhéngigkeit genau die gesuchten Bedingungen im Local
Church-Rosser Problem (Problem 3.2) im Abschnitt 3.2 sind.

Theorem 4.12 (Local Church Rosser)
1. Seien G =2 H, und G 22 H, zwei parallele unabhéngige direkte Ableitungen
wie in der Abbildung 4.1. Ferner sei m}, = ry+o,. Dann gibt es eine direkte Ableitung

/
p2,my

H, ==" X und weiterhin ist die Transformationssequenz G ==' H, 222 x sequen-
tiell unabhéngig.

2. Sei G 22 H, 22 H, eine sequentiell unabhingige Ableitung wie in der Ab-
bildung 4.2. Ferner sei m/, = ly-of,. Dann gibt es eine direkte Ableitung G 222 Y

und weiterhin sind die direkten Ableitungen G 22! H; und G 222y parallel un-
abhingig.

Beweis:G 22 H; und G 22 H, sind zwei parallele unabhingige direkte Ab-

leitungen, genau dann wenn (nach Satz 4.7) es eine Graph H existiert, so dass

P1+p2,[mi,mg . ) . .
G — H eine parallele direkte Ableitung ist, genau dann wenn (nach Theorem

3.4.8) es eine sequentiell unabhingige Ableitung G 22 H, EE'e gibt. Somit sind
die beiden Aussagen gezeigt.
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4 Einbettung, Vereinigung und Verteilung fiir den
DPO Ansatz

4.1 Einbettung der Ableitungen und abgeleitete Produktio-
nen

Definition 5.1 (Einbettung und direkte abgeleitete Produktionen)
Seien p = (Go 22 ... "5 G) und 0 = (X B2 .. "EET X)) Ableitungen.
Dann ist eine Einbettung von p auf §, bez.: p - §, eine Familie der Injektionen

.....

e ¢;om,; =n;, und
e es gibt eine Injektion D; 2 Y;, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

L~— 11— K —ri—R, e Lk‘_lk_Kk—l"k_’ﬂk

s s .
/mo no / 1o / Nk P P
Go‘— D‘]_ _'G} Gia— D‘k _'Gk
e o ter e ek “ex
N “a ‘\A N N
Xo Y Xiooee X Y Xi
Abbildung

Fiir gegebene p und ¢ ist die Einbettung e eindeutig bestimmt durch die erste In-
jektion eg. So heifit ey die Einbettungsmorphismus von e. Sei d = (G 25 H) eine
direkte Ableitung. Dann bezeichnen wir (d) : (G L b H ) die direkte abgelei-
tete Produktion von d, wobei G & D % H die untere Zeile des Double-Pushout

Diagramms (1)+(2) in der Abbildung 3.17 (1) ist. Eine direkte Ableitung X Ye g

heiit eine direkte abgeleitete Ableitung.

L~— —K—r—R

m (1) d (2 m

| J |

G—1I* D—r*—H

e (3 @ e

l |

Xe— " —Y—p*— 7

Abbildung 3.17(1)

Aus der Abbildung 3.17(1) bekommen wir einfach die foldende Satz.

Satz 5.2 (Direkte abgeleitete Ableitung)
Sei (d) die direkte abgelteitete Produktion einer Ableitung d = (G 22 H) wie in der

18



Abbildung 3.17. Dann sind die folgende Aussagen zueinander dquivalent:

1. Es gibt eine direkte abgeleitete Ableitung X <d—i§ Z.
2. Es gibt eine direkte Ableitung X 2= 7.

Definition 5.3 (Sequentiell zusammengesetzte Produktion)

Seien p; @ (L4 L K, 5 Ry) und py : (L L2 Ky, 2 Ry) mit Ry = Ly zwei
1 ol roor
Produktionen. Dann bezeichnen wir pq;ps @ (L 2K ! Rs) eine sequentiell zu-
ly0l}, roor!
sammengesetzte Produktion, wobei L, Py g’ Ry die obere Zeile des Diagramms

in der Abbildung 3.17(r) ist.

/) K\ A
5 i
e N
Li—1 K () Kr— rn—K>
| | 2\1‘1 [ /
N
Ra=1>
mi ‘ m3
\ /m2—M1
G—1Ih D\1\ ) ‘ (6)1*/D2 — i —H
ri 2
N

Abbildung 3.17(r)

Analogerweise bekommen wir aus der Abbildung 3.17(r) die folgenden dquivalenten
Aussagen.

Satz 5.4 (Sequentielle Komposition)

Seien pi, po zwei Ableitungen und seine sequentiell zusammengesetzte Produktion
p1; p2 wie in der Definition 3.5.3. Dann sind die folgenden Aussagen zueinander dqui-
valent:

1. Es gibt eine direkte Ableltung GrEMH,.

2. Es gibt eine Ableitung G "< H, = i — Hy, so dass mj das Ko-Matching von m;
mit p; (wie in der Definition von direkte Ableitung).

Definition 5.5 (Abgeleitete Produktionen)

Die abgeleitete Produktion (p) von der Ableitung p = (Go =2 ... K" G ist
definiert durch die sequentielle Komposition (d;);...; (dg), wobei (d;) die direkte ab-
geleitete Produktion von d; = (G;_1 Pulct G;) von p. Eine direkte Ableitung K @i Y
heiflt abgeleitete Ableitung.

Nach obigen Satzen und Notationen konnen wir jetzt das Problem 3.2.4 im Abschnitt
3.2.3 l6sen: (p) ist genau die gesuchte abgeleitete Produktion von p.
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Theorem 5.6 (Abgeleitete Produktionen)

Sei p eine Ableitung und (p) seine abgeleitete Produktion wie in der Definition 3.5.5.
Dann sind die folgenden Aussagen zueinander dquivalent:

1. Es gibt eine abgeleitete Ableitung X @ Xg.

2. Es gibt eine Ableitung 6 = (X, &2 ... PRtk X;) und eine Einbettung p = 4§,
wobei ey die Einbettungsmorphismus von e ist.

Go—p]—>Gl—p1—> cee _p"_'Gn
| | |

€o el oo €n

| l |

Xo —p1_>X, — Ppi— ees —Pn—'Xn

Abbildung S.176

Nach Theorem 3.5.6 bekommen wir auch die Lésung zum Problem 3.2.3 im Abschnitt
3.2.3.

Theorem 5.7 (Einbettung)
Sei p = (Gp 22 . "X @) eine Ableitung, (p) seine abgeleitete Produktion
und Gy <% X, eine Einbettungsmorphismus. Es gibt eine Ableitung § = (X, "'==5"

PRSI X)) und eine Einbettung p - 4, genau dann wenn (p) anwendbar in

eo ist, d.h. es gibt eine abgeleitete Ableitung X, %} Xk

4.2 Vereinigungen und Verteilungen

Definition 5.8 (Vereinigte Produktionen)

Seien p; : (L; L K; 5 R;) drei Produktionen fiir i € {0, 1,2}. Dann heit die Pro-
duktion py zusammen mit den Graphmorphismen in} : Ly — Ly, ink : Ko — K; und
ink : Ry — Ry eine Subproduktion von p;, wenn das folgende Diagramm kommutiert.

Die Einbettung von py zu p; wird bezeichnet als in! = (in}, in, ink) : pg — p;.

Lo—1lo— Ko—ro—Ro
| |
int (1) inc (2) iT};

Li— ] —Ki—rn—R

Abbildung
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Wenn p, Subproduktionen von p; und ps mit Einbettungen in' und in? sind, sagen
wir: Produktionen p; und p, sind synchronisiert, bez. : p; an Do N po. In diesem
Fall heifit p; &,, p2 : (L PR R R) im folgenden Diagramm die vereinigte Pro-
duktion, wenn die Subdiagramme (1),(2) und (3) Pushouts sind und alle Diagramme

kommutieren. Eine direkte Ableitung G 2% X, wobei p = p; ®,, p2, heiit vereinigte
Ableitung.

K
: int / (\ g1 \g

in: L \
(1) / 2) / 3) 1 (PO) /Gz
Ll\ — I K —ri \ o g

L / K Gi@Go G2

Abbildung P225

Definition 5.9 (Verteilte Graphen)

Ein verteilter Graph DG = (Gl LGy = G9) enthélt zwei lokale Graphen G und
G, einen Interfacegraph Go, und Graphmorphismen ¢; und gs, die den Interfachgraph
in die lokalen Graphen einbetten. Der globale Graph @ DG = G ¢, G2 von DG ist
definiert durch die Pushout-Objekte von g; und go, wie in der folgende Abbildung.
DG heifit eine Spaltung von &DG.

Die lokale Graphen konnen natiirlich mit lokalen direkten Ableitungen transformiert
werden. Um werteilte Ableitungen zu formulieren, brauchen wir noch das wverteilte
Matching zu definieren.

Definition 5.10 (Verteilte Matching)

Sei DG ein verteilter Graph, p; ant Do i, p2 synchronisierte Produktionen und
L; ™ Gy, (1 € {0,1,2}) Matchings fiir p;, wobei g omg = my, oin} fiir k‘ 6 {1, 2} In

diesem Fall heiBit die Familie (1m;);c(0,1,2) ein verteiltes Matching fiir p; & Do i, D2

in DG. Die verteilte Gluing-Kondition wird erfiillt, wenn alle m; die lokale Gluing-

Kondition von p; und die Connection-Kondition erfl'illen, d.h., gr(Go — mo(Ly —

Definition 5.11 (Verteilte Ableitungen)

Sei (m;)icfo,1,2y ein verteiltes Matching wie in der Definition 3.5.10. Es gibt loka-
le direkte Ableitungen d;, = (G 22 1) fir i € {0,1,2) und verteilte Graphen
DG = (G <& Gy %5 Gy), DD = (Dy <~ Dy - Dy) und DH = (H; <& Hy 2
H,), so dass di||g,d2 : DG = DH eine verteilte Ableitung bildet, wie in der Abbil-
dung 3.18. Die Graphmorphismen ¢; und ¢, von dem verteilten Graph DD sind so

21



definiert: ¢; = I 1o gy olf und ¢y = 51 ogeolj. hy und hy von DH sind entsprechend.

lo ro Li int Lo
po:Lo ]‘G) Ro ) N
i I * .
int .lnL / i \ / ! \ inL inL
p2:L / ‘ ‘ / ‘ 1‘62 I L1 \L
pii Li—mo ‘ h K i 71 i }* i inL ‘ 2
1L ‘ I 1
/ ‘ } i i } n‘,’o i m mo
om0
* ] I « I
mi m/Go\*}loﬁ ****** /D(rﬁi*"ro: ****** I;}o\ i m e
2 | N N ! o ‘ \‘ v
I'd Gz***%**/lz*******\Dz ””” :L”/'/z ****** H> G g Go
G/ I 5 1 fll 2 g
| it Rl 1————Di1-===—- ri-TT oo 1 2
NP7 '
gz\\G NG gl G»

Abbildung 3.18

Die folgende Theorem gibt eine Losung zu dem Problem 3.2.5 im Abschnitt 3.2.4 aus.

Theorem 5.12 (Verteilung)

Sei DG ein verteilter Graph und p; <*— py —— po synchronisierte Produktionen.
Dann sind die folgenden Aussagen zueinander dquivalent:

1. Es gibt eine vereinigte Ableitung & DG G
(ml)le{o 1,2}, so dass

(a) g5 omy = moin?* und gi o my = m o int*, d.h., mit der Voraussetzung des
verteilten Matchlngs (also g o mg = my, o ink fiir k € {1 2}) kommutiert das rechte
Diagramm in der Abbildung 3.18.

(b) (Mm)icgo,1,2y wird die Connection-Kondition erfiillt (sieche Definition 3.5.10), und
(c) fiir i = 0,1,2, m;|”" : L; — S; wird die lokale Gluing-Kondition von p; erfiillt,
wobei Sy = g3~ (m(L )), Sy = gi~ (m(L)), So = (g5 0 90)~"(m(L)), und my{S: ist m,
eingeschrénkt auf S;.

H und ein verteiltes Matching

Go Ho
/ \Gz p2 / \Hz
/ /
G pi H /
N

H

P @po p2
Abbildung P180

2. Es gibt ein verteilter Graph DH mit @DH = H und eine verteilte Ableitung
d1||d0d2 : DG = DH mit d; = (G pz,ml ) fiir 7 = 0,1,2.
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